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Fiche 3. Inférence bayésienne

EXERCICE 1.

Soient X1, ..., X, des variables aléatoires iid suivant la loi de densité fy, o1 6 € ©. Le paramétre

0 est inconnu, on I’estime par une approche bayésienne.
On considére la fonction de cofit

L(#,8) =€ —(6—0)—1.
1) Montrer que la fonction L définie bien une fonction de cofit.
2) Montrer que
™ (X1,..., Xpn) = —log (E(e™?|X1,..., X,))
est un estimateur de Bayes pour la fonction de cott L.

EXERCICE 2. MODELE (GAUSSIEN

On dispose de n observations X7, ..., X,, iid suivant une loi gaussienne N (6, 1).
On choisit comme loi a priori sur 6 la loi gaussienne N'(0,772), 7 > 0

1) Montrer que la loi a posteriori est une loi Gaussienne

X, 1
N(1+T2/n’ n + 72

)

2) Montrer que les régions HPD de niveau 1 — a(= .95) sont de la forme

0 c X, _ UWi-ay2 X, I Ul—a/2
1+72/n n+r2 1+72/n  Vn+ 12

ol u, est le quartile d’ordre « de la loi gaussienne standard.

] = [PP(r, X,,)

3) Montrer que

o o7° [n 472 672 In+ 72
P@(e € IHPD<T7 Xn)) =F <\/ﬁ + Ul —a/2 n) - F (ﬁ —Ul—q/2 n)

ou F est la fonction de répartition de la loi gaussienne standard.
4) Quelle est la limite de cette probabilité quand n — co. Commenter.
5) Quelle est la limite de cette probabilité quand 7 — 0. Commenter.

6) Comment choisir la loi a priori pour que les régions HPD de niveau 1 — « soient aussi des
régions de confiance au sens classique de niveau 1 — a.

7) Veérifier que la loi de Jeffrey satisfait cette propriété.
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EXERCICE 3. MODELE NON REGULIER

Soit X = (Xi,...,X,) des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
suivant la loi uniforme sur [0 ; 6] avec § > 0 inconnu.
On pose

M, = max(Xy,...,X,).

1) Ecrire la densité de (X1,...,X,)
Soit (a,b) deux réels tels que a > 1 et b > 0. On considére la densité de probabibilité m, p
définie par
o 1
Wa’b(a) =ab W ]I[b ; +OO[(9)'
2) Calculer la loi a posteriori de 6.

3) Montrer que l'estimateur de Bayes associé a la loi a priori 7, vaut
a+n

X = T

max(b, M,).

4) On suppose que Py(X; > b) > 0.

a) Montrer que les variables aléatoires M,, et max (b, M,,) sont presque siirement égales a partir
d’un certain rang.

b) En déduire que l'estimateur de Bayes converge presque surement vers la vraie valeur du
parametre.

5) Que se passe-t-il lorsque Py(X; > b) =07
EXERCICE 4. CALCUL DES LOIS DE JEFFREY

Calculer la loi non informative de Jeffrey pour les modéles suivants :

1) Poisson : {P(6),0 € Rt}

2) binomiale {B(n, ), 60 €]0,1[}

3) Gaussien : {N(u,0?), (u,0%) € R x Ry} dans les deux situations suivantes
a. 0= peto? est connu.
b. 6 =0 et u est connu.

c. les deux paramétres sont inconnus : 6 = (u,0).
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